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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
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ОБ АЛГОРИТМЕ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ ИНДЕКСА 
ПО ДВОЙНОМУ МОДУЛЮ В СВОБОДНОМ  
ПРОИЗВЕДЕНИИ ГРУПП 

Устанавливается, что для свободно разложимой группы проблема вычисления индекса по 
двойному модулю равносильна проблеме вхождения. 
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Проблема вхождения для конечно определённой группы G состоит в 
отыскании или доказательстве невозможности алгоритма, который по лю-
бому конечному множеству элементов hi (i = 1, 2, …, m) и элементу w узнавал 
бы, принадлежит или нет элемент w подгруппе H = гр (h1, h2, …, hm), порож-
дённой элементами hi. 

Проблема индекса для конечно определённой группы G состоит в 
отыскании алгоритма, который по любому конечному множеству эле-
ментов hi (i = 1, 2, …, m) группы G узнавал бы, конечный или бесконеч-
ный индекс в G имеет подгруппа H = гр (h1, h2, …, hm), порождённая этим 
множеством. Заметим, что если известно, что индекс конечный, то его 
точное значение можно найти по единому алгоритму. 

Установлено, что для некоторых, достаточно больших классов групп 
эти две алгоритмические проблемы разрешимы или неразрешимы од-
новременно [1—3]. В частности, в [2] доказано, что для группы, разло-
жимой в свободное произведение, проблема индекса равносильна про-
блеме вхождения. 

Если G — произвольная группа, H, P — её подгруппы и g — элемент 

из G, то комплекс HxP = {рgp  h H,  p P} называют двойным смежным клас-
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сом. Группа G распадается на непересекающиеся двойные смежные клас-

сы; это называется разложением G по двойному модулю (H, P). Мощность 

фактор-множества {HxP  x G} двойных смежных классов в разложении 
группы G по mod (H, P) называют двойным индексом (H, P) в группе G и обо-

значают символом [G : (H, P)]. Двойной индекс является обобщением про-
стого индекса: если E — единичная подгруппа, то [G : (H, E)] = [G : H]. Та-
ким образом, разложение группы по двойному модулю является естест-

венным обобщением разложения группы по подгруппе. 
Разложение по двойному модулю играет особую роль для свобод-

ных произведений. Формулировка и доказательство теоремы Куроша о 
подгруппах свободного произведения существенно используют свойства 
двойных смежных классов. 

Частным случаем свободного произведения являются свободные 
группы: исследованию двойных смежных классов в свободных группах 

посвящены работы [5] и [6]. 
Проблема двойного индекса для конечно определённой группы G со-

стоит в отыскании алгоритма, который по любым конечным множествам 

элементов {h } и {p } группы G узнавал бы, конечен или бесконечен ин-

декс [G : (гр (h ), гр (p ))]. 
В предлагаемой работе устанавливается, что в группе, разложимой в 

свободное произведение, проблема двойного индекса равносильна про-
блеме вхождения. 

Доказательство этого утверждения для двойного модуля (H, P) зави-
сит от того, является или нет вторая группа в модуле свободным множи-
телем группы. Поэтому рассмотрим сначала частный случай, когда вто-

рая группа в модуле — свободный множитель группы G = A  B. Будем 
считать далее, что свободное произведение нетривиально, т. е. каждая из 
групп A и B содержит не менее двух элементов. 

Теорема 1. В группе G = A  B проблема индекса для двойного 
модуля (H, P), где P — свободный множитель группы G, а H — произ-
вольная конечно порождённая подгруппа из G, равносильна пробле-

ме вхождения. 
Доказательство. Пусть для определённости P = A. В свободно раз-

ложимой группе проблема индекса и проблема вхождения равносильны, 
и, таким образом, требуется показать, что наличие алгоритма для вы-
числения индекса подгруппы H позволяет вычислить и двойной индекс 

[G : (H, A)] и, наоборот, зная двойной индекс, можно вычислить и обыч-
ный индекс. 

Двойной смежный класс HxP является объединением некоторого 
множества левых смежных классов по H. Поэтому если индекс H группе 

G конечен, то конечен и двойной индекс [G : (H, A)]. 
Пусть индекс [G : H] бесконечен. Покажем, что тогда и двойной ин-

декс [G : (H, A)] тоже бесконечен. Доказательство проведём методом от 
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противного, т. е. предположим, что [G : (H, A)] = m, где мощность m — 

конечное число: 

G = Hg1A + Hg2A + … + HgmA. 

Разложим группу G и по двойному модулю (H, B): 

G = Hu1B + Hu2B + … + HukB, 

где k = [G : (H, B)]. Мощность k может оказаться конечной или бесконеч-
ной. Покажем теперь, что каждое из двух утверждений: «мощность k — 
конечна» и «мощность k — бесконечна» — приводит к противоречию. 

В представлении Куроша подгруппы H из свободного произведения 
участвуют так называемые функции Маклейна — представители смеж-
ных классах по модулю (H, A) и представители по модулю (H, B) с осо-
быми свойствами (см., например, [7]). Выберем в качестве представите-
лей двойных смежных классов gi, pj значения маклейновских функций sA 

(HgA) и sB (HgB), соответственно, положим при этом g1 = p1 = 1. По свойст-
ву маклейновских представителей все g2, g3, …, gm оканчиваются только 
на B-слоги, а p2, p3, …, pk заканчиваются только на A-слоги. 

Теперь построим полную систему представителей смежных классов 
для правостороннего разложения группы G по подгруппе H. Сделаем это 
двумя способами. Сначала будем использовать разложение G по модулю 
(H, A), а потом воспользуемся разложением по модулю (H, B). Разложим 

группу A по подгруппе 
ii Hgg 1 A. Пусть множество {ai }, i = 1, 2, …, m, 

элементов из A является полной системой представителей этого разложе-

ния. Представителем 
ii Hgg 1 A для всех gi будем считать единицу.  

Тогда множество  

V = 
i

iiag }{ α  

является полной системой представителей правых смежных классов 
G mod H. 

Аналогично, множества {bj }, j = 1, 2, …, k образуют полную систему 

разложения группы B по mod ( ii Hpp 1
B), причём единица принадлежит 

каждому из этих множеств. 
Множество  

W = 
j

β}{ jjag  

также является полной системой представителей правых смежных клас-
сов G mod H. Следовательно, мощности множеств V и W совпадают и 
равны [G : H]. В множестве V все элементы, кроме g2, g3, …, gm, оканчива-
ются на A-слоги. Если k конечно, то для некоторого j из {1, 2, .., k} множе-
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ство {bj } бесконечно и W1 = {pjbj } — бесконечное подмножество из W, и 
каждый элемент из W1 оканчивается на B-слог. 

Пусть w1, w2, …, wm – 1 — элементы из W, сравнимые по mod H с эле-
ментами g2, g3, …, gm. Тогда множество R = W1 \ {w1, w2, …, wm – 1} состоит 
из представителей двухконцевых правых смежных классов по подгруп-
пе H, так как каждый элемент v из V, сравнимый по mod H с элементом 
из R, оканчивается на A-слог. Существование такого множества проти-
воречит конечной порождённости подгруппы H (Б. Баумслаг ([4]). Это 
значит, что число k конечным быть не может. 

Пусть k — бесконечно. Подгруппа H — конечно порождена, а это 

значит, что лишь для конечного числа элементов pj подгруппы ii Hpp 1
B 

отличны от единичной подгруппы. Следовательно, существует бесконеч-

ное множество P  {p1, p2, …, pk} такое, что для каждого pj из P пересечение 

ii Hpp 1
B = E. Но для каждого такого pj индекс ii Hpp 1 B в группе B боль-

ше единицы. Поэтому для каждого pj из P множество {bj } состоит более 

чем из одного элемента. Но тогда множество W2 = {pjbj  pj P} бесконечно, 
и все его элементы оканчиваются на B-слоги. Существование такого мно-
жества снова противоречит конечной порождённости подгруппы H. 

Из теоремы 1 следует, что если G — нетривиальное свободное про-

изведение A  B и H — конечно порождённая подгруппа в G, то оба ин-
декса [G : (H, A)] и [G : (H, B)] конечны или бесконечны одновременно. 

Теорема 2. В нетривиальном свободном произведении G = A  B 
проблема двойного индекса равносильна проблеме вхождения. 

Доказательство. Пусть H и P две конечно порождённые подгруппы 

из нетривиального свободного произведения G = A  B, и ни одна из этих 
подгрупп не является свободным множителем в G. 

Если хотя бы одна из этих подгрупп имеет конечный индекс в группе 
G, то и двойной индекс [G : (H, P)] тоже конечен. Покажем, что если H и P 
обе имеют бесконечный индекс в G, то бесконечен и индекс [G : (H, P)]. 

Заметим сначала, что внутренний автоморфизм сохраняет значение 
двойного индекса: 

 [G : (H, P)] = [G : (Hg, Pg)] 

для любого элемента g из G. 
Далее рассмотрим два случая в зависимости от порядков множите-

лей. Пусть один из множителей, скажем, A является бесконечной груп-
пой. Тогда найдётся такой элемент g из G, что все элементы из Hg и из Pg 
оканчиваются только на B-слоги. Но это значит, что все элементы из A 
попарно несравнимы по mod (Hg, Pg). Действительно, пусть a1, a2 принад-
лежат A, и p из Pg., и h из Hg. Так как неединичные элементы из Pg. и Hg 

начинаются и оканчиваются на B-слоги, из равенства a1pa2
–1h = 1следует 

p = h = a1a2
–1 = 1. 
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Иначе говоря, если a1  a2, то элементы a1, a2 не сравнимы по модулю 
(Hg, Pg), и поэтому из бесконечности группы A следует бесконеч-
ность индекса [G : (Hg, Pg)]. 

Пусть теперь группа G — свободное произведение A  B конечных 
групп A и B. Если G — диэдральная группа, то H и P — конечные груп-
пы и утверждение теоремы 2 верно. Поэтому можно считать, что поря-
док хотя бы одного из множителей A, B больше двух. Пусть K = [A, B] — 
взаимный коммутант подгрупп A и B. Группа K — свободная и нецикли-
ческая. Рассмотрим пересечения подгруппы K с подгруппами H и P, 

пусть R = K H, Q = K P. Подгруппы R, Q являются конечно порождён-
ными подгруппами бесконечного индекса в K. Поскольку K — свободная 
группа ранга, большего единицы, мы оказываемся в условиях рассмот-
ренного уже случая, и, следовательно, индекс (R, Q) в K бесконечен. С 
другой стороны, индекс R в H и индекс Q в P конечны. Рассмотрим пра-
востороннее разложение H mod R и левостороннее разложение P mod Q: 

H = Rr1 + Rr2 + … + Rrm; 
P = q1Q + q2Q + … + qnQ. 

Двойной смежный класс HgP является объединением конечного 
числа двойных смежных классов по mod (R, Q) вида RrigqjQ, i = 1, 2, … m; 
j = 1, 2, …, n.. Поэтому из конечности [G : (H, P)] следует конечность 

[G: (R, Q)]. Но из того, что [G: (R, Q)]  [K: (R, Q)], а число [K: (R, Q)] беско-
нечно, получаем бесконечность индекса (H, P) в G. 

Следовательно, для свободных произведений проблема двойного 
индекса равносильна проблеме обычного индекса, которая, в свою оче-
редь, равносильна проблеме вхождения. 

В заключение отметим, что до сих пор неизвестно, является ли раз-
решимость проблемы индекса в свободных множителях необходимым и 
достаточным условием для разрешимости этой проблемы в свободном 
произведении. В представлении Куроша-Маклейна для подгруппы из 
свободного произведения участвуют представители двойных смежных 
классов, и поэтому более естественным представляется сформулировать 

такую задачу для двойного индекса: Верно ли, что в группе A B разре-
шима проблема двойного индекса тогда и только тогда, когда эта про-
блема разрешима в группах A и B? 
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It is established that for a freely decomposable group the problem of finding the index on double 
module is equivalent to the occurrence problem. 
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