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Дубко В. А. 
О МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ПОДСИСТЕМЫ 
В МНОГОЭЛЕМЕНТНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ СИСТЕМАХ 
И ПОСТРОЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
САМОДИФФУЗИИ 

Установлено уравнение для диффузионного приближения процесса самодиффузии. Это 
приближение основано на динамическом уравнении Ланжевена. 

Ключевые слова: уравнения Ланжевена, уравнение Ито, самодиффузия. 

Поиск возможностей и разработка методов аппроксимации дина-
мики состояния (решения) конкретной подсистемы — одна из основных 
задач теории  многоэлементных системы. 

Такая возможность, как показывает опыт применения методов ста-
тистической физики, реализуется на основе определения макропере-
менных, удовлетворяющих своей системе уравнений. Динамика подсис-
темы в этом случае описывается системой уравнений, коэффициенты 
которых зависят от этих макропеременных и текущего состояния под-
системы. 

Сложность и неопределённость, появляющаяся при моделировании 
взаимодействия между системами окружения (термостатом) и подсисте-
мой, отображается путём введения случайных взаимодействий подсис-
темы с системой, то есть динамика подсистемы рассматривается как слу-
чайный процесс. 

Существует широкий класс случайных процессов, которым можно 
сопоставить решения системы стохастических дифференциальных 
уравнений. Причём требования-ограничения к таким процессам не жё-
сткие. Так, например, в работе [2] доказана теорема, что если случайный 

процесс ( ) R , [0; ]nt t T    — непрерывный квазимартингал, то есть 

( ) ( ) ( )t t t    , 

где ( )t  — процесс ограниченной вариации, ( )t  — непрерывный ло-

кальный мартингал, то при ограничениях на математические ожидания 
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для вторых смешанных моментов компонент ( )t  и «естественного» 

требования к их интегральному представлению, процесс ( )t  соответст-

вует решению стохастического дифференциального уравнения с неуп-
реждающими коэффициентами. 

Это утверждение может служить основанием для построения моде-
лей динамики подсистем на основе уравнений Ито, уравнений Ито с 
пуассоновскими возмущениями. Подобный выбор класса модельных 
уравнений для исследования не является существенным ограничением в 
силу сказанного выше. 

Следующий вопрос связан с выбором коэффициентов стохастиче-
ского дифференциального уравнения. Эффективным оказался подход, 
предложенный Ланжевеном. Подход Ланжевена трактуется как прин-
цип согласованности, заключающийся в требовании совпадения осред-
нённых значений микрохарактеристик с их аналогами на макроуровне. 
Это позволяет выбрать коэффициенты реакции на случайные процессы-
возмущения, обеспечивающие выполнение принципа согласованности. 

В данной работе рассмотрим вариант построения уравнения само-
диффузии, исходя из динамических уравнений частицы в форме Ито. 

Будем полагать, что в перемножениях по индексам, которые встре-
чаются дважды, ведётся суммирование. 

Модель динамического процесса  самодиффузии. 
Опираясь на метод согласования Ланжевена, построим диффузи-

онного приближения явления самодиффузии, опираясь на стохастиче-
ское уравнение динамики частиц. 

Исследование уравнения динамики броуновской частицы в неод-
нородной среде было выполнено в [3], [4]. Было отмечено, что коэффи-
циент вязкости для стоксового трения в уравнении Ланжевена пропор-
ционален плотности среды окружения, что приводит к требованию: ко-
эффициенты при случайных возмущениях пропорциональны корню из 
вязкости. 

Учитывая выводы предыдущих работ, рассмотрим ситуацию, когда 
наблюдаемые — частицы самой среды. 

Под уравнением самодиффузии, для выделенной частицы облака 
тождественных по физическим свойствам частиц, будем понимать сис-
тему стохастических уравнений Ланжевена вида: 

0,5

( ) ( ( ( ); ) ) ( )

                                      ( ( ); ) ( ( ( ); ) ) ( )

( ) ( )

k k

d t x t t t dt

F x t t dt x t t b dw t

dx t t dt

  

 

 

     

 



   


  
 

    (1) 

где параметры 0  , 0  , 0  ; 
kb — постоянные, ортогональные векто-

ры, | | ,  1,2,3kb b k  ; 3( ; )F x t    вектор, моделирующий поле сил, 
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___

( ),   1,3kw t k   — независимые винеровские процессы, ( ; )t x  — распре-

деление превышения средней плотности  , тождественных по разме-

рам частиц. 

  рассматривается как малый параметр и, как было показано в [3], 

появляется при переходе к безразмерным величинам в уравнении Лан-
жевена для броуновской частицы. Выбор же стоксового торможения для 
частицы молекулярных размеров связан с тем, что сопротивление «для 
малых шариков, имеющих размеры растворителя, снижается лишь на 
40 % по сравнению с шариками гораздо больших размеров» [1, с. 66]. 

На основании теорем из работы [3] об асимптотическом поведении 

( ), 0x t   , с учётом вида коэффициентов (1), приходим к такому урав-

нению для аппроксимирующей переменной ( )x t : 

2 2

1 1 0,5

( ) 0,5[ ( ( ); ) ] {( , ) [ ( ( ); ) ]

1
[ ( ( ); ) ] ( ( ); )} [ ( ( ); ) ] ( )

k k x

k k

dx t x t t b b x t t dt

x t t F x t t dt b x t t dw t

    

    


 

  

     

   

    (2) 

Соответствующее (2) уравнение Колмогорова имеет вид: 

2 2

1

2 2 1

2

0 0 0

( ; ) {0,5 ( ,( , )( ( ; ) ) ( ; ) [ ( ; ) ])

1
( ( ; )[ ( ; ) ] , ( ; ))}

                                0,5 {( , )( ( ; ) ) ( ; )};

  ( ; ) | ( ) .

x k k x

x

x k k

t

x t b b x t x t x t
t

x t x t F x t

b b x t x t

x t x C

      

  


   

 

 



 




     



   

  

 

    (3) 

Так как 
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то от (3) можно перейти к такой записи: 

2 1

1

( ; ) ( ,{0,5 ( , )( ( ; ) ) ( ; )

1
                        ( ; )[ ( ; ) ] ( ; ))})

x k k xx t b b x t x t
t

x t x t F x t
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или: 

0

0 2( ; ) ( , ( ; ) ( ; )),   ( ;0) ( )xx t u x t x t x x C
t
   


   


,          (4) 
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где 

1 2 1
( ; ) ( ( ; ) ) {0,5 ( , ) ( ; ) ( ; ) ( ; )}k k xu x t x t b b x t x t F x t    



     .     (5) 

При требовании 

lim ( ; ) ( )
t

F x t F x


 , 

непрерывности ( )F x  по x  существует стационарное решение  (4): 

lim ( ; ) ( )
t

x t x 


 . 

При переходе к стационарному распределению для вектора ( ; )u x t  

должно выполняться требование: 

lim ( ; ) 0
t

u x t


  

Обращаясь к уравнению (5) и учитывая эти условия, приходим к 
равенству: 

2 1
0,5 ( , ) ln ( ) ( )k k xb b x F x 



   
, 

которое совпадает по виду с формулой в [5, с. 68]. 

Для ( ) ( )xF x Q x  решение его, с учётом требований к 
kb  в (1), 

имеет вид: 

2

2
( ) exp{  ( )}

3
x C Q x

b
  

. 

Постоянную С выбираем из требования нормировки. Если 

12 ( ) | |Q x g x , то это распределение переходит в распределение типа 

Больцмана. 
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Doobko Valeriy А. 
ON THE MODELING OF THE DYNAMICS OF THE SUBSYSTEM IN MULTI INTERACTING  
SYSTEMS  AND SELF-DIFFUSION STOCHASTIC EQUATION CONSTRUCTION 
(Nizhyn Agrotechnical Institute of the National University of Life  
and Environmental Sciences of Ukraine) 

The equations for the diffusion approximation of self-diffusion   process are constructed. This 
approximation is based on the Langevin dynamic equations. 

Keywords: Langevin equations, Ito equation, self-diffusion. 
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