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Горюшкин А. П. 
ОБ АЛГОРИТМЕ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНДЕКСА ПОДГРУППЫ 
В ГРУППЕ, РАЗЛОЖИМОЙ В ПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

Устанавливается, что в некоторой бесконечной серии групп, разложимых в прямое 
произведение, не существует алгоритма для вычисления индекса конечно порожденной 
подгруппы. 

Ключевые слова: группа, подгруппа, прямое произведение, порождающее множество, 
алгоритмическая проблема, разрешимость, проблема вхождения, проблема равенства, 
проблема индекса. 

Теория групп изобилует проблемами, не имеющими алгоритмиче-
ского решения. В последние десятилетия такого рода проблемам на-
шлось практическое применение в криптографии в качестве основы 
криптостойкости протокола. Для криптографических приложений 
представляют интерес как классические проблемы Дэна (проблема слов, 
проблема сопряжённости и проблема изоморфизма), так и алгоритми-
ческие проблемы в теории групп, тесно связанные с классическими. Та-
кими являются проблема вхождения  и проблема индекса. 

Проблема слов (проблема равенства) для конечно определённой 
группы G состоит в отыскании или доказательстве невозможности алго-
ритма, который для любого элемента w узнавал бы, равен этот элемент 
единице в G или нет.  

Проблема вхождения  для конечно определённой группы G состоит в 
отыскании или доказательстве невозможности алгоритма, который по 
любому конечному множеству элементов hi (i = 1, 2, …, m) и элементу w 
узнавал бы, принадлежит или нет элемент w подгруппе H = гр(h1, h2, … , 
hm), порождённой элементами hi. Из алгоритмической разрешимости 
проблемы вхождения следует разрешимость проблемы слов. Поэтому 
проблему вхождения называют обобщённой проблемой равенства. 

Проблема индекса для конечно определённой группы G состоит в 
отыскании алгоритма, который по любому конечному множеству эле-
ментов hi (i = 1, 2, …, m) группы G узнавал бы, конечный или бесконеч-
ный индекс в G имеет подгруппа H = гр(h1, h2, … , hm), порождённая этим 
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множеством.  
В конечно порождённой группе содержится лишь конечное число 

подгрупп для каждого данного конечного индекса. Поэтому если в 
группе G разрешимы проблема вхождения и проблема индекса, то, по-
лучив информацию, что индекс подгруппы H в G конечен, простым пе-
ребором подгрупп конечного индекса можно в конечное число шагов 
этот индекс вычислить точно (детальное описание такого алгоритма см., 
например, в [1], глава I, § 8, стр.  47—49).  

Отметим, что если группа G является конечным расширением  груп-
пы с неразрешимой проблемой индекса, то  и в G  проблема индекса так-
же будет неразрешима. То же самое относится и к проблеме вхождения.  

Для бесконечной циклической группы обе эти задачи сводятся к 
отысканию наибольшего общего делителя конечного числа целых чисел 
и проверки делимости двух чисел. Точнее, если H – подгруппа беско-

нечной циклической группы F1 = < a > и H = гр( ,1m
a ,2m

a …, km
a ) и w =an,  

где m1, m2, …, mk , n  Z, то w  H тогда и только тогда, когда n делится на  

число s = НОД(m1, m2, …, mk). Заметим, что в этом случае индекс  

равен числу s. Таким образом, для группы F1 алгоритм, решающий про-
блему вхождения в подгруппу H, одновременно даёт ответ и об индексе 
этой подгруппы в группе F1.  

Свободный порождающий элемент для подгруппы H в этом приме-
ре можно найти с помощью преобразования исходного порождающего 
множества.  

В любой группе порождающее множество подгруппы можно изме-
нить с помощью преобразований (аналогичных элементарным преобра-
зованиям порождающего множества подпространства векторного про-
странства):  

(1) замена элемента x на x–1; 

(2) замена элемента x на элемент  x y , где x  y; 
(3) удаление единичного элемента. 
Если в результате таких преобразований появится единичный эле-

мент, то его из порождающего множества можно удалить. 
Бесконечная циклическая группа  < a > = F1 — это свободная группа 

ранга один. Однако для свободной группы Fr любого ранга r и проблема 
вхождения, и проблема индекса имеют алгоритмическое решение. Пусть 
H = гр(h1, h2, … , hm) — конечно порождённая подгруппа  свободной 
группы Fn. С помощью преобразований порождающего множества в ко-
нечное число шагов можно получить свободные порождающие для под-
группы H и, таким образом, найти ранг H. Такой способ получения сво-
бодных порождающих подгруппы свободной принято называть методом 
Я. Нильсена (см., например, [2], глава 1, п. 2, стр. 16—21).  

О. Шрейер, оперируя не только порождающими элементами под-
группы, но и представителями смежных классов, установил связь между 
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индексом подгруппы свободной группы, рангом этой подгруппы и ран-
гом исходной свободной группы (см. [2], стр. глава 1, п. 3, стр. 33—34). 
Если подгруппа H ранга k имеет конечный индекс в свободной нецик-
лической группе ранга r, то этот индекс равен  

.
1

1

r

k
 

С помощью формулы Шрейера проблема индекса подгруппы сво-
бодной группы сводится к вычислению ранга подгруппы, который мож-
но найти с помощью метода Нильсена.  

Таким образом, проблема индекса для свободной группы алгорит-
мически разрешима. С помощью метода Нильсена в конечное число ша-
гов можно выяснить, входит или не входит элемент свободной группы в 
данную конечную порождённую подгруппу, т. е. проблема вхождения 
для свободных групп тоже алгоритмически разрешима. 

Каждый элемент из прямого произведения A  B  имеет представле-

ние в виде произведения ab, где a  A  и b B. Элемент ab равен единице 
тогда и только тогда, когда a и b — оба единичные. Это значит, что если 
в группах A, B алгоритмически разрешима проблема равенства, то эта 

проблема разрешима и в прямом произведении A  B. Иначе говоря, 
разрешимость проблемы равенства наследуется прямым произведением. 
Разрешимость проблемы индекса в такой конструкции может и не на-
следоваться.  

Будем называть группу G почти свободной, если она содержит  в ка-
честве подгруппы конечного индекса свободную нециклическую группу F. 
Если конечно определённая группа G почти свободна, то её свободная 
подгруппа F имеет конечный ранг; кроме того, можно считать, что F — 
нормальна в G. 

В почти свободной группе разрешима и проблема индекса, и про-
блема вхождения. 

Теорема. В прямом произведении двух изоморфных почти свобод-
ных групп проблема индекса алгоритмически неразрешима. 

Доказательство.  Пусть группы A и B — две изоморфные почти сво-
бодные группы. Группа A содержит в качестве нормальной подгруппы 
конечного индекса свободную подгруппу A1 ранга m; и элементы a1, 
a2, …, am являются свободными порождающими для A1. Аналогично в 
группе B содержится нормальная подгруппа B1, причём B1 свободная 
ранга m и b1, 2, …, bm — её свободные порождающие. Кроме того, 

=  

Если группа G = A  B является прямым произведением групп A и B, 
то её подгруппа G1, порождённая подгруппами A1 и B1, образует  прямое 
произведение:  

G1 = A1  B1. 
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Индекс G1 в G  равен  и поэтому он конечен.   

Рассмотрим теперь произвольную конечно определённую группу R, 
заданную представлением 

R = <r1, r2, …, rk; w1(ri), …, wn(ri)>, 

где  r1, r2, …, rk  - порождающие элементы, а w1(ri), …, wn(ri) — опреде-
ляющие соотношения. Напомним, что определяющее соотношение — 

это  слова в алфавите r1, r2, …, rk, ,1
1r ,1

2r …, .1
kr   

В группе A1 выберем подгруппу P такого индекса s, чтобы выполня-
лось неравенство  

.
1

1

m

k
s  

Тогда по формуле О. Шрейера ранг подгруппы P равен s(m – 1) + 1, 
и это число не меньше k. Если ранг подгруппы P окажется строго больше 
k, то представление группы R дополним ещё s – k  порождающими эле-
ментами и приравняем эти элементы к единице. Без ограничения общ-
ности можно считать, что это уже сделано, т. е. s = k. 

Пусть элементы p1, p2, …, pk  свободно порождают подгруппу P.  
Аналогичным образом в группе B1 выберем подгруппу Q ранга k, 

индекса s в  B и со свободными  порождающими q1, q2, …, qk.  
Рассмотрим теперь два нормальных делителя, один в группе P, а 

другой — в Q. В группе P нормальный делитель N1, порождённый эле-
ментами w1(ri), …, wn(ri), а в группе Q нормальный делитель N2, порож-
дённый элементами w1(qi), …, wn(qi). Точнее,  

N1 = <w1(ri), …, wn(ri)>P; 

N2 = <w1(qi), …, wn(qi)>Q. 

В группе G1 возьмем две подгруппы:  

H1= гр(w1(qi), …, wn(qi), p1q1, …, pkqk); 

H2 = гр(w1(pi), …, wn(pi), p1q1, …, pkqk). 
Элементы ri, qi лежат в различных прямых сомножителях группы G1, 

поэтому они перестановочны: 
ri qi  = qi ri. 

Это значит, что для любого слова  выполняется равенство 

(piqi) = (pi) (qi). 

Сопряжение элемента wj(pi) с помощью элемента из H1 равно соот-
ветствующему сопряжению с помощью элемента из подгруппы A. Отсю-
да следует, что подгруппа H1 содержит N1. Аналогично H2 включает N2.  

Кроме того, и сами подгруппы H1 и H2 совпадают. Пусть H= H1 = H2, 
тогда:  
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H  P = N1; 

H  Q = N2. 

Если подгруппа H имеет конечный индекс в прямом произведении 

A  B, то индекс H в подгруппе A1  B1  тоже конечен, а значит,  конечны 
индексы N1 и N2 в подгруппах P и Q соответственно. Это означает, что  
группа R — конечна. Наоборот, если R конечна, то индексы  N1 и N2 в 
подгруппах P и Q  конечны, но P и Q подгруппы конечного индекса в 

прямых множителях, и, следовательно, индекс  и соответственно 

 конечен.  

Иначе говоря, проблема индекса в группе G эквивалентна проблеме 
конечности в классе всех конечно опредёленных групп. 

Проблема конечности алгоритмически неразрешима (см., напри-
мер, С. Адян [3]), а это значит, что и проблема индекса для конечно оп-
ределенной группы тоже алгоритмически неразрешима. 

Утверждение доказано. 
Заметим, что в доказательстве используется лишь изоморфизм сво-

бодных подгрупп A1 и B1, т. е. группы A и B  в этой серии групп с нераз-
решимой проблемой индекса можно было взять и не изоморфными; 

достаточно лишь конечности  индексов   и  

Алгоритмическая неразрешимость проблемы означает, что машин-
ного решения такой задачи не существует. Например, никакая техника 
никогда не сможет по единой программе отвечать на вопрос, конечен 
или бесконечен индекс произвольно выбранной конечно порождённой 

подгруппы в группе F2  F2, заданной представлением  

< a, b, c, d; aca–1c–1, ada–1d–1, bcb–1c–1, bdb–1d–1 >. 

Отметим, что в некоторых случаях вычисление индекса конечно 
порождённой подгруппы в конечно определённой группе можно дове-
рить технике. Правда, результат можно получить, как правило, лишь в 
случае конечного (и сравнительно небольшого) индекса подгруппы. На-
пример, при использовании математического пакета символьных вы-
числений Maple 18 индекс подгруппы должен не превышать 128 000.  

Машинные вычисления такого рода, связанные с решением кон-
кретных задач в теории групп, представлены в работах [4]—[7].  

Для прямого произведения двух свободных групп второго ранга 
неразрешима и проблема вхождения (С. Михайлова, [8]). Доказательство 

этого утверждения в [8], проведённое лишь для одной группы F2  F2, 
легко переносится и на более общий случай прямого произведения двух 
почти свободных групп.  

Таким образом, возникает бесконечная серия конечно определён-
ных групп, для которых проблема вхождения и проблема индекса оказа-
лись эквивалентными (обе неразрешимы). 
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С другой стороны, в почти свободной группе обе проблемы: и про-
блема вхождения, и проблема индекса — алгоритмически разрешимы. 
Возможно, что эта связь между двумя алгоритмическими проблемами 
выполняется для всех конечно определённых групп.  

Иначе говоря, возникает естественный вопрос:  верно ли, что в клас-
се конечно определённых групп проблема вхождения алгоритмически 
эквивалентна проблеме индекса? 
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