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В работе метод конечных элементов распространяется на математическую модель второго 
порядка с негладкими решениями. 
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Метод конечных элементов мы применим для нахождения приближён-
ного решения математической модели, задаваемой следующей системой 
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которая возникает при описании малых поперечных собственных коле-
баний растянутой с силой ( )p x  вдоль отрезка [0; ]l  струны, оба конца 

которой имеют упругое закрепление с помощью пружин жесткости 
1
 и 

2
 соответственно. Кроме того, вся система помещена во внешнюю сре-

ду с локальным коэффициентом упругости dQ , а на струне произволь-

ным образом распределены массы. Отметим, что скачки функции ( )Q x  

соответствуют локализованным особенностям (типа пружины). Функции 

0 ( )x  и 1( )x  — это начальные отклонения от положения равновесия и 

скорость объекта соответственно. 

Решение задачи (1) мы ищем в классе E  — непрерывных по сово-
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купности переменных на [0; ] [0; ]l T  функций, имеющих непрерывные 

частные производные '

tu  и ''

ttu  при каждом фиксированном [0; ]x l . 

При этом: ( , )u x t  — абсолютно непрерывна на [0; ]l   при фиксирован-

ном t ; ' ( , )xpu x t  — — абсолютно непрерывна на [0; ]l  для каждого по-

стоянного [0; ]t T ; смешанные частные производные ''

txu  и ''

xtu  равны 

почти всюду. Функция ( )x , порождающая на [0; ]l  меру, содержит все 

особенности системы,  а именно: у ( )x  есть скачки в тех и только тех 

точках, в которых имеется скачок хотя бы у одной из функций ( )p x , 

( )Q x  или ( )M x , входящих в дифференциальное уравнение системы (1). 

Для нахождения приближённого решения изучаемой модели мы 

адаптируем к ней метод конечных элементов. Решение ( , )Nu x t  ищем в 

виде 
0

( ) ( )
N

k k

k

a t x , где ( )k x  — классические базисные функции, ( )ka t  — 

неизвестные функции. Построение ( )k x  произведём следующим обра-

зом: отрезок [0; ]l  разобьём на N  равных частей упорядоченным набором 

точек kx , 0,1, ,k N  ( 0 0x , Nx l  и добавим точки 1 1/x N  и 

1 1/Nx l N ); ( )k x  равна единице в точке 
kx , нулю на 

1 1[0; ] [ ; ]k kx x l  

и продолжена линейной функцией на 1[ ; ]k kx x  и 1[ ; ]k kx x . 

Применим стандартную схему метода конечных элементов: умно-
жим  уравнение в (1) на базисную функцию, проинтегрируем по мере  

(именно в этом и состоит отличие от классического метода). В результате 

для нахождения ( )ka t  получим линейную систему линейных диффе-

ренциальных уравнений второго порядка, для численного решения ко-
торой можно применять различные разностные схемы. Можно показать, 
что получающаяся система, дополненная начальными данными, кото-
рые определяются из начальных условий модели (1), имеет единствен-
ное решение. 

Доказано, что скорость сходимости приближённого решения к точ-

ному имеет порядок 1/ 2N . 

Метод конечных элементов удалось применить к изучаемой модели 
ввиду того, что дифференциальное уравнение в (1) является поточечно-
заданным. Последнее стало возможно после применения производных 
по мере в рамках концепции Ю. В. Покорного [5], которая получила раз-
витие в работах [1—4], [6—8] его учеников для различных математиче-
ских моделей с особенностями. 
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