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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 

УДК 001.891.573; 519.6 
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Васильев А.С., Тарануха Н.А. 
РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ 
КОНСТРУКЦИЙ ИЗ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ  
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

В статье предложена новая математическая модель исследования прочности конструкций из 
неоднородной среды. Использован метод конечных элементов. Разработаны численные 
процедуры для реализации математической модели. Разработана новая матрица жёсткости 
для композитного конечного элемента. Матрица жёсткости нелинейная. Матрица жёсткости 
учитывает изменение механических характеристик материалов в составе конечного элемента. 
Включение различных материалов в конечный элемент осуществляется на основе идеи 
комбинирования объёмов. Количество различных компонентов в составе неоднородного 
материала может быть достаточно большим. Разработан программный комплекс для 
численного исследования напряжённо-деформированного состояния композитных конструкций. 
Приведены алгоритмы работы программ. Алгоритмы построены в виде блок-схем. Выполнено 
тестирование и практическая апробация математической модели и программного комплекса. 
Сформулирована новая методика исследования композитных материалов. 

В статье исследуются конструкции из неоднородной среды. Рассматривается напряжённо-
деформированное состояние конструкций из неоднородной среды, в том числе состояние таких 
конструкций в области их предельных состояний. Выполнены практические расчёты балок из 
железобетона. Получены конкретные результаты для конкретных конструкций. Выполнено 
сравнение результатов по предложенной математической модели с экспериментальными 
результатами других авторов. Выполнено сравнение с расчётами в других программных 
продуктах и с результатами расчёта по методике из нормативных документов. 
Сформулированы общие выводы и рекомендации по применению предложенных алгоритмов, 
математической модели и матрице жёсткости. 

Ключевые слова: матрица жёсткости; неоднородная среда; композит; алгоритм; блок-схема; 
математическая модель; критерий прочности; предельное состояние. 

Введение 

Неоднородные материалы, к которым относится большое число 
композитных материалов, активно применяются в различных современ-
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ных отраслях промышленности. В частности, активно используются 
композиты из нестандартизированного материала [6; 7; 8]. Большая рас-
пространённость композитов требует изучения их свойств. Эти свойства 
влияют на жёсткость и несущую способность конструкций на разных 
этапах их работы под нагрузкой. Расчёт таких конструкций целесооб-
разно выполнять методом конечных элементов с использованием шаго-
во-итерационных процедур на базе общих принципов механики де-
формируемого твёрдого тела и численных методов решения физически-
нелинейных задач. 

Существует много программных продуктов, позволяющих модели-
ровать и производить расчёт композитных конструкций, в частности, из 
железобетона. К ним относятся NASTRAN, ANSYS, ЛИРА. Данные про-
граммные продукты выполняют расчёты методом конечных элементов с 
использованием современных теорий прочности, соответствующих спе-
цифике работы конкретного материала.  

 
Аппроксимационные зависимости для диаграмм деформирова-

ния материалов 

Как известно, зависимость между деформациями и напряжениями 
может быть учтена при помощи диаграмм деформирования материалов. 
При этом в данной работе говорится о кратковременном нагружении. 
Рассматриваются зависимости, которые связывают относительные де-
формации с напряжениями (εb—σb) при одноосном сжатии и растяже-
нии. Следует отметить, что иллюстрирующим материалом, характери-
зующим работу композитов, может быть железобетон. Это наиболее 
распространённый и изученный  композитный материал. 

 
а) b) 

  

Рис. 1. Диаграммы деформирования материалов в составе композита:  
а — связующего (бетона), б — армирующих элементов (арматуры) 

Диаграмма деформирования связующего показана на рисунке 1а. 
Прочность и деформативность армирующих элементов характеризуется 
диаграммой на рисунке 1б. При этом согласно работе [4]: 
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Здесь σs, y — временное сопротивление, Rs —расчётное сопротивление, 
Es — модуль упругости армирующих элементов, εs,y = 0.02. 

 
Матрица жёсткости нелинейного композитного конечного элемента 

Композитный конечный элемент представляет собой совместную 
работу материала матрицы и «размазанной» по объёму конечного эле-
мента арматуры при сохрании свойства сплошности материала. В рабо-
тах [9; 10] авторами использовалась матрица жёсткости на основе идеи 
комбинирования площадей материалов в поперечном сечении конечно-
го элемента. В данной работе для вычисления упругих характеристик 
композитного КЭ применим комбинирование объёмов материалов, из 
которых он состоит: 
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где E1, E2, … En  —  соответственно нелинейные модули упругости ма-
териалов в составе композитного КЭ; V1, V2, …Vn — соответственно объ-
ёмы каждого из материалов в составе композитного КЭ (где n может 
быть достаточно большим), (μ1)x, (μ2)x и (μn)x —  соответственно коэффи-
циенты Пуассона для каждого материала в композитном КЭ. Подставляя 
(2) и (3) в стандартную матрицу упругости, получим матрицу упругости 
для композитного нелинейного объёмного конечного элемента [D]hyb, 
сочетающего совместную работу различных сред. 
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Именно с матрицей [D]hyb, связаны особенности данной работы. 
Конечный элемент в форме прямоугольного параллелепипеда со-

держит восемь узловых точек (рис. 2). Матрица деформаций [B] содер-
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жит восемь блоков . Стандартный блок её ра-

вен [4]: 
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При этом каждый из блоков матрицы жёсткости вычислен по фор-
муле: 

                  (6) 

Здесь [K]i — матрица жёсткости i-го КЭ; k и j — номера узлов КЭ. При 
этом каждый элемент матрицы жёсткости [K]k

i,j состоит из подматрицы 
третьего порядка: 

        (7) 

Вводя переменные k = 1:8 и j = 1:8 после взятия определённого инте-
грала (8), имея в виду постоянство [D]hyb по объёму элемента, получим: 
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Остальные элементы матрицы жесткости определяются аналогич-
ным образом. Здесь n = 1+3(j-1); m = 1+3(k-1). В результате получаем мат-
рицу жёсткости КЭ размером 24×24.  

В качестве метода решения нелинейных задач был использован метод 
последовательных приближений [3; 4]: 
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,             (9) 

где n — номер этапа приближения. Алгоритмы, реализующие данную 
математическую модель на основе МКЭ, использованы в разработанных 
авторами программах: «Composit» [1], «Strength» [2], «Ultimate State», 
«Программа для расчёта конструкций из композитных материалов». 
Данные алгоритмы предназначены для расчёта конструкций из компо-
зитных материалов при простом напряжённом состоянии, т. к. исполь-
зует диаграммы деформирования материала при одноосном растяже-
нии и сжатии. При последовательном увеличении нагрузки на конст-
рукцию происходит постепенное её разрушение вследствие изменения 
механических характеристик материалов. Характеристики при этом ме-
няются согласно диаграммам ε—σ. 

Алгоритм расчета конструкций из композитных материалов. 
Расчёт вёлся с помощью алгоритмов программ Composit [1], 

Strength [2] и Ultimate State, основанных на языке Matlab Программы 
Composit и Strength, зарегистрированы в Реестре программ для ЭВМ и 
имеют свидетельства об официальной регистрации.  

Сборка глобальной матрицы жёсткости выглядит следующим обра-
зом (рис. 2), где z — множество i-ых КЭ, принадлежащих промежутку 
1:n.; W — матрица индексов конструкции, состоящая из n строк и p 
столбцов; α, β = 1, …, p; p — количество перемещений в КЭ. Для данной 
задачи n = 4, так как при стыковке элементов суммируются матрицы жё-
сткости КЭ бетона, композитные КЭ бетона и арматуры, КЭ арматуры 
без уёета бетона, КЭ, не имеющие в своём составе материала, когда мат-
рица упругости D = 0. 

Алгоритм работы программы представлен рисунком 3. 
Здесь R2 — расчётное сопротивление второго материала (арматуры), 

V1 и V2 — объёмы соответственно первого и второго материалов в конеч-
ном элементе. 

 
Сравнение расчёта автора с экспериментальными исследования-

ми статически определимых балок из композитного материала. 

Рассмотрим железобетонную статически определимую балку прямо-
угольного сечения без предварительного напряжения [5]. Нагрузка в виде 
сосредоточенных сил прикладывалась симметрично ступенями с шагом 
ΔP = 5 кН. Критерием исчерпания прочности железобетонных образцов 
являлось появление текучести в армирующих элементах (арматуре).  

Расчётная схема, геометрические размеры и схема армирования 
представлены на рисунке 4. 

Исходные характеристики материалов соответствуют опытным зна-
чениям и принимались равными: связующее (бетон) — Rb = 18.5 МПа, 
Rbt = 1.6 МПа, Eb = 30000 МПа, µ = 0.2; армирующие элементы (арматура): 
Rs = 510 МПа, Es = 190000 МПа.  
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Рис. 2. Схема формирования и расчета системы МКЭ 

Предварительные расчёты по СНиП: высота сжатой зоны х = 72.9 мм, 
разрушающая нагрузка Р = 129.44 кН, первые трещины появились при 
17.67 кН. Прогиб к моменту разрушения 7.01 мм. Разрушение конечно-
элементной модели произошло вследствие преобладающего действия 
изгибающего момента в середине пролёта балки.  

Значения прогиба характеризуются максимальными перемещениями 
в середине балки под действием вертикальной нагрузки. На рисунке 5а 
показано изменение максимальных перемещений балки на различных 
этапах нагружения. Приводится сравнение расчётов в ПК COMSOL [5], 
ПК ЛИРА, автора и результатов эксперимента. Разрушающая нагрузка в 
расчёте автора — 140 кН. Прогиб при этом составил 8,6 мм. 
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма работы программы 

 
Рис. 4. Модель балки: а — расчётная схема железобетонной балки,  

б — схема разбивки на конечные элементы 
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а) б) 

  
Рис. 5. Сравнение результатов расчёта: a — сравнение изменений прогибов  

под нагрузкой; б — сравнение некоторых эпюр нормальных напряжений  
в поперечном сечении балки (расчёта автора с наибольшими значениями  

аналогичных эпюр, полученными в ПК COMSOL Multiphysics) 

При потере несущей способности нормальные напряжения в верх-
них слоях балки составили —16.3 МПа. На рисунке 5б  изображены эпю-
ры напряжений в плоскости симметрии балки на различных этапах на-
гружения и их сравнение с эпюрами, полученными автором. 

В таблицах 1 и 2 приводятся сопоставление результатов расчётов: 
прогибов под нагрузкой в момент разрушения и предельной нагрузки 
на конструкцию. 

Таблица 1 

№ 

Максимальный прогиб 
Отклонение результатов расчётов 

от COMSOL Multiphysics 4.3 b 

COMSOLM
ultiphysics 

4.3 b 

Расчёт 
автора 

Экспе-
римент 

СНиП 
Расчёт 

ПК 
ЛИРА 

Расчёт 
автора 

Экспе-
римент 

СНиП 
Расчёт 

ПК 
ЛИРА 

Δ, мм Δ, мм Δ, мм Δ, мм Δ, мм % % % % 

1 7.28 8.6 4.15 7.01 8.35 18.13 42.93 3.85 14.70 

2 7.28 8.6 5.32 7.01 8.35 18.13 26.92 3.85 14.70 

3 7.28 8.6 6.1 7.01 8.35 18.13 16.21 3.85 14.70 

4 7.28 8.6 6.72 7.01 8.35 18.13 7.69 3.85 14.70 

Таблица 2 

№ 

Разрушающая нагрузка 
Отклонение результатов расчётов 

от COMSOL Multiphysics 4.3 b 

COMSOLM
ultiphysics 

4.3 b 

Расчёт 
автора 

Экспе-
римент 

СНиП 
Расчёт 

ПК 
ЛИРА 

Расчёт 
автора 

Экспе-
римент 

СНиП 
Расчёт 

ПК 
ЛИРА 

P, кН P, кН P, кН P, кН P, кН % % % % 

1 130 140 106 129.44 150 -7.69 18.4 0.43 15.38 

2 130 140 121 129.44 150 -7.69 6,92 0.43 15.38 

3 130 140 133 129.44 150 -7.69 -2.31 0.43 15.38 

4 130 140 135 129.44 150 -7.69 -3.84 0.43 15.38 
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Из таблиц видно, что погрешность расчёта авторов от расчёта в 
программе COMSOL Multiphysics 4.3 b составляет около 18 % и 8 % для 
максимального прогиба и разрушающей нагрузки соответственно. В то 
же время общая погрешность результатов экспериментов от расчёта 
COMSOL составляет 23.44 % и 4.79 % для максимального прогиба и раз-
рушающей нагрузки. Наблюдается удовлетворительное совпадение рас-
четных и опытных данных. 

Заключение 
Предложенные алгоритмы и математическую модель возможно 

применять: 

– для установления разрушающей нагрузки и максимальных пе-
ремещений и деформаций при разрушении конструкций из композит-
ных материалов при простых напряжённых состояниях. Данные пре-
дельные состояния рассматриваемых в работе конструкций (балок и 
рам) возникают в результате превышения предела текучести армирую-
щих элементов в растянутой зоне; 

– для исследования напряжённо-деформированного состояния, 
установления перемещений, напряжений и деформаций на каждом эта-
пе нагружения конструкции. Предельное состояние конструкции может 
наступать при разрушении связующего в поперечном сечении конст-
рукции; 

– для установления опасных зон и зон разрушения конструкции 
на различных этапах нагружения, включая предельные; 

– для расчётов композитов, имеющих в своем составе инородные 
включения, газовые пузыри, технологические отверстия. При этом мож-
но учитывать любое количество составляющих внутри композита в пре-
делах конечного элемента. 
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Vasiliev Alexei S., Taranukha Nikolay A. 
DEVELOPMENT OF ALGORITHMS OF NUMERICAL INVESTIGATION OF STRUCTURES 
MADE OF INHOMOGENEOUS MEDIA BY FINITE ELEMENT METHOD 
(Sholom-Aleichem Priamursky State University, Birobidzhan;  
Komsomolsk-on-Amur State Technical University, Komsomolsk-on-Amur) 

The paper proposes a new mathematical model for researching strength of structures of 
inhomogeneous medium. The method of finite elements is used. Numerical procedures for the 
implementation of the mathematical model are designed. A new stiffness matrix composite finite 
element is developed. The stiffness matrix is nonlinear. The stiffness matrix takes changes of the 
mechanical properties of materials as a part of the finite element. The inclusion of different 
materials in the final element is based on the idea of combining the volumes. The quantity of 
different components in inhomogeneous material can be quite large. A software package is 
developed for the numerical study of stress-strain state of composite structures. The work 
algorithms of programs are shown. The algorithms are shown in a block diagram form. Testing 
and practical testing of mathematical models and software are performed. A new method of 
researching inhomogeneous materials is formulated. 

The report examines the structure of the inhomogeneous medium. We consider the stress-strain 
state of structures of inhomogeneous medium in their limiting states. The practical calculations of 
reinforced concrete beams are performed. We get specific results for specific designs. The 
comparison of the results on the proposed mathematical model with experimental results of other 
authors is made. The comparison with the calculations in other software products, and with the 
results of calculations by the method of normative documents is made. General conclusions and 
recommendations on the application of the proposed algorithms, the mathematical model and 
stiffness matrix are formulated. 

Keywords: stiffness matrix; inhomogeneous medium; composite; algorithm; block diagram; 
mathematical model; strength criterion; limit state. 
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